
�� ���� ��	 
���
� � 
����� � ��� ���

����� �

��� ����� � 2 	
��
� 	� ��� ��� �� G2 := {0, 1} ���� �
�� �� � ��� ����� G1 := {1,−1} ����
���� 	� ��� ����
�� � 
!"#�
� ��$ �
%&' (��'�� )� *+ �,��� 	- �! G3 := {

(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)

.��� 	- �/
+ �' 	- ��0� ���� �
!�" �
�1%� *��23�� �4
+ 	�� �
�- 56" �73 ��� �8� �
!�" �'��92����:
;51
�" *�1%���) ���� �� *�7' �� �! ���� 	� ��� 5�� <�=� �4
+ ���

G := {e, a}, a2 = e. >1?

5 $� � 
 � � �� % � 	 � �! � 4 
+� ,� � � *�7 ' � � 	 - 5 �� � 0 � � �� 	 � ��� � 	 � � �� *"7 � *� 1 % �
*�7 ' � � 
 � � 
!�" � 
� 1 % � !� 2 3� � � � ��� � � �� #� ��� �� � � �"7 $ @ 9 A � 4 
+ �� � .�� � 	 % �!7 = �
���)�"�� �� *+ B�0C' � �� ���� �
� 1 �
�1%� D749� 	� �EF ���!" �"�- ���
 B��92� ���� 	� *�7�� 	� �4
+ 	�


���� ������ �

;�
$�� 	2$�" ��� "7$ �� ��
��
 2 �
�1�� G� G′ � G �����" �
� φ : G −→ G′ 5$��
 ������

φ(g1g2) = φ(g1)φ(g2). >2?

	- 5F�� 	/
2
 *�7' �� 	=��! ���)�

φ(e) = e′ >3?

5F�� 	/
2
 *�7' �� �
�� �� ���21� G′ ���� �A�� 7H� � G ���� �A�� 7H� I
'�' 	� e′ � e *+!" 	-
	-

φ(g−1) = φ(g)−1. >4?
Isomorphism1

Homomorphism2

J



�5�� K"73 L�! 	� G )� �
�1�� G� φ : G −→ G5$��
 ���	


�5�� �
�1�� G� "7$ �� M��0' φ(g) = g
det(g) BN !7, 	� 	- φ : GLn(C) −→ SLn(C) 5$��
 ���	


�5�� �
�1�� G� "7$ �� M��0' φ(g) = det(g)NB!7, 	� 	- φ : GLn(C) −→ C −{0}5$��
 ���	


� G �����" B!7, ���!" � �
�7� �� �
�1%� �! *+ �$�� ��O� *�!�� �
�1�� 5$��
 G� ����� ������
��
7$ �� ��
�73 3 *�1%� G′

�SO(2) �
 �� 
 U(1) �
 �� ������ ���	


	- �

�" ��

U(1) := {eiφ, |φ ∈ [0, 2π]}, >5?

SO(2) := {
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
|φ ∈ [0, 2π]}. >6?

;�
�- �� M��0' �! ��) 5$��
 .�A

ψ : SO(2) −→ U(1), ψ(
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
) = eiφ >7?

L�� ���� �
� �
�1%� G� �������� � 5����O� *�!�� � �
�1�� 5$��
 ��� 	- "�- P
QR' *�7' �� �2A���
�5�� U(1) � SO(2)

�Z, nZ ������ ���	


��0� #5�� ��� ����� n ��H� S
R, "���� ���� nZ 	- �

�" ��

nZ := {nz|z ∈ Z}. >8?

;�
�- �� M��0'��) �%$ 	� �! ψ 5$��


ψ : Z −→ nZ, ψ(z) = nz. >9?
Isomorphic3

T



Z L�� ���� �
� �
�1%� G� �������� � 5����O� *�!�� � �
�1�� 5$��
 ��� 	- "�- P
QR' *�7' �� �2A���
�5�� nZ �

�Z
 B2 ����� �
 �� ��� ������ ���	


	� *+ *�!�� �� σ1 ��� )� ���� ��� L��71
� D��' � σ1 ��� 	� "!�" �87� G��4�' B2 ���� 	- �

�" ��
�������� ���- �� G�- 7/&
�" 	� �/���!" �%$ G� ��! ����+ �� "7��

B2 = {σ1
n, n ∈ Z}. >10?

;�
�- �� M��0'�! ��) 5$��
 .�A �σ1
nσ1

m = σ1
n+m 	- �

�" �� �
�� ��

ψ : B2 −→ Z, ψ(σ1
n) := n. >11?

L�� ���� �
� �
�1%� G� �������� � 5����O� *�!�� � �
�1�� 5$��
 ��� 	- "�- P
QR' *�7' �� �2A���
�5�� Z � B2

�"�- �
��73 	��!� �! �
�1%� )� L�' ��
U
� L�� .��� ����+ L�� V!"!"

�5�� *�1%� Sn )� �������) �� n 	C'�� )� ����2� ������ 4������ ����

��) 5$��
 *�7' �� B!7, ���!" �5�� ����2� ���� G� G := {a1, a2, · · · an} 	- �
�-W�F ����� 
;"�- M��0' Sn 	� ���� ��� )��!

φ : ai ∈ G −→ φ(ai) ∈ Sn φ(ai)(a1, a2, · · ·an) := (aia1, aia2, · · · aian). >12?

(a1, a2, · · ·an) )� 5&���� G� (aia1, aia2, · · ·aian) 	- �
�4F �2A��� *�7' �� ���� X�73 	� 	�7' ��
;��!�" �
�� �� �5��

φ(aiaj) = φ(ai)φ(aj). >13?

;���) 5�� G� 	� G� 5$��
 ��� �
�� ��

φ(ai) = φ(aj) −→ φ(ai)ak = φ(aj)ak −→ aiak = ajak −→ ai = aj . >14?
Cayley4

Y



	- K"73 ��7E' 	� �! 5$��
 ����� ���- �� M��0' Sn 	� G )� �
�1�� G� Z7F 5$��
 ���� �� � �
�"7$ �� ��O� *�!�� 	/
2 
!" � �$ ���73 �&$7� 5$��
 G� #�
�- "��R� 5�� Sn )� L� 	�7�/���)

�"7$ �� 5��[ �%A 	/
2
!"

SO(3) � SU(2)/Z2 ��� ���� 
���
� �

G�\
F !" #*����F L��"��!�-N�
8�� 	- �
�- �� 	�7' �4� .��� �" 	� �
�1%� � �
�1�� L�� .��� 	��"� !"
���� 	- �

�" �� ���)�"�� �� SU(2)/Z2 � SO(3) L�� ���� �
�1%� 	� ]^� ���!" ���21� 5
��� \_�A
	�!�"�� G� �r ∈ R3 � *�!�" G�#A ∈ SO(3) ����� �5�� ���
`6� L�0� 	� L�HF L�� *�!�" ���� SO(3)

���
+ �$�� L�0�

�r′ = A�r >15?

�5�� �r 	2F�� *�!�"

���!�+ 5��� ���- �� "�/�� �! z �� � y #x L�� !7R� .7A *�!�" 	- ���� (��'�� ����!�

L�0��" 	- SU(2) L�� (��'�� �� �! L�0� 	� L�HF L�� *�!�" 	- �
�" *�&
 �
��73 �� ���" a�b)�
	� ;��� ! �� ]
� ��) I
'�' 	� �
�49� �! I
/����: 	� 	/
2
 ��� 	%��� L��� �"�" D�/
� *�7' �� \

 ��21�

;�
�- �� M��0'��) �%$ 	� �! P (��'�� #�r =

⎛
⎝ x

y
z

⎞
⎠ !�"���� L�)�

P :=
(

z x− iy
x+ iy −z

)
≡ xiσi = �r · �σ. >16?

�x1 = x, x2 = y, x3 = z � 5�� ��$ �"�92�� L!��%' L�� (��
� L�! ��� "�"!��6)� �3+ 	=��! !" 	-

;"!�"�! ��) L�� 5
,�3 (��'�� ���

�5�� �2
��� ;M8�

�5�� "! *��� ; �

c



� detP = −�r · �r ; d

;�
�" �� D�/
� (��'�� ��� L�! �! ��) ���C' U ∈ SU(2) (��'���� .�A

P ′ = UPU † >17?

�
�� �5�� d �' M8� L�� 5
,�3 *��� L�!�"\

 P ′ (��'�� 	- ��- P
QR' �2A��� �
�7' �� ���
�73
G� 	� *�7' ��\

 �! (��'�� ��� �������� �5�� ���+ (16? 	=��! !" 	- "!�" �! ���F *��� �eQ
6" �1��'��

; 5$7
 *�7' �� ��0��"�" 5C1
 �)��
� *�����!�"��

P ′ =
(

z′ x′ − iy′

x′ + iy′ −z′
)

≡ x′iσi = �r′ · �σ. >18?

G�"\
 U ��� �e��� ���- �� ���C' �)��
� *����� r′ !�"�� 	� �! r L�0� 	� !�"�� U �
�%� (��'�� ��������
	� 	
C$ L\
� 	
 � ��- �� "�/�� *�!�" G� �e06�� U �������� �"7� ���73 r′ G�"\
\

 r #�$�� �A�� (��'�� 	�
G� \

 Bf��C' g7
 ��� ���) �
�- 56" �3+ L	2%
 ��� 	� ����? �!7R� G� 	� 5C1
 �� Ǳ��C� 	� 5C1
 V�%0
�

>����- �� ���C' r′ L�)��
� �� !�"�� G� 	� �! r !N�"��

g7
 	� ���C' ��� 	- �
�7�� � �
�- .���� P (��'�� L�! �! U =
(
eiθ/2 0

0 e−iθ/2

)
���C' ����!�

i��" �� D�/
� �
�!�"

�! !�- �
�� ���" D�/
� θ 	���) �)��
� 	� x !7R� .7A *�!�" G� 	- �
�- ��
� *��� �! U (��'�� ����!�
�

\� V�A �! �1��'�� �%$ ��� �"!�+ 5��� 	- �/��2
 )� �"�92�� �� ��
�- !��%' \

 y !7R� .7A *�!�" L���
��
�- *�R2�� �! "73 V�A �

�7' �� 	- �Q��b �� 	� (j� ���" D�/
� θ L�)��
� 	� n !N7R� .7A �
�!�" 	-

L	=��! !" ��$ �"�" *�&
 L	Q��b 	� U ∈ SU(2) (��'��Nk�7' ��$ D�/
� *�!�" 	- �
�- �� 	�7' .�A
��0� �"7$ �� D�/
� \

 A ∈ SO(3)N(��'�� G� k�7' 18

r′ = Ar >19?

�! ���C' *��� 	- �
��� 5C1
 A ∈ SO(3) (��'�� G� �

�7' �� U ∈ SU(2) (��'���� 	� ��������
(��'�� 	- �
�- .�����! U ′ ���C' U ���C' )��0� 	-�
�-W�F .�A ���- �� .���� L�0� 	� L��!�"�� L�!

;��!�"� "7$ �� r′′ !�"�� 	� ���C' r′ !�"�� B!7, ���!" �5�� A′ #SO(3) !" *+���:��2�

l



P ′ = UPU † P ′′ = U ′P ′U ′† >20?

r′ = Ar r” = A′r′ >21?

���
� �� 	/
2
 (20? 	=��!�" )�

P ′′ = U ′(UPU †)U ′† = (U ′U)P (U ′U)†. >22?

��!�+ �� 5���\

 (21? 	=��!)� �"7$ �� D�/
� U ′U (��'�� �� I-�� *�!�" ��0�

r′′ = A′Ar, >23?

5$��
 ��� 	/
2
!" �5�� A′A ∈ SO(3) (��'�� U ′U ∈ SU(2) ���:��2�(��'�� 	- 5���0� ��� 	� 	-
51

 G� 	� G� 	=��! G� 	=��! ��� �
�- ���
 �' P
6"��� �5�� SO(3) L7� 	� SU(2) )� �
�1�� G�
���� )� 7H� G� {U,−U} �N ��'�" 	�7�/� �� �� 	� �������� ����- �� "�/�� *�!�" G��"�� −U � U ���)
SU(2)/Z2 5�16 d!�3 ���� �
� �
�1%� G� 	- 5���0� ��� 	� �eQ
6" ��� �8� �"7$ �� �"�" 5C1
 SO(3)

��0� � 5��!��6�� SO(3) �

SU(2)/Z2 ≈ SO(3). >24?

*�1%� Z2N���� � � 	- 5�� SU(2) )� ������) G� H = {
(

1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 1

)
} 	- �

�" �� �6�� !"

	�7�/� �� �� SO(3)N���� �:��' �������� ���21� {U,−U}B!7, 	� ���� ��) ��� L�� 	�7�/� �� �5��
�5�� SO(3)/Z2N5�16 d!�3 ���� �� SO(3) �N:��' *��� �6�� !" ���� ��) ��� L��

;�
1�7
 �� ��!�+ 5��� �! A � U S��, 	=��! 	%��� L���

U(xiσi)U † = x′iσi ≡ Aijxjσi >25?

;�
�- �� ��� σk!" �! 	=��! ��� �
F�b

m



tr(σkUxiσiU
†) = tr(σkAijxjσi) >26?

;��!�+ �� 5��� � �
�- �� �"�92�� tr(σiσj) = 2δij 	=��!)� .�A

Ajk =
1
2
tr(σjUσkU

†). >27?

����+ �� 5��� U (��'�� )� 	
7�� A(��'�� L�� 	��!" 	- ��- �� *�
� S��, !7b 	� 	=��! ���
	� �)��
� 	�� !7R� D��- .7A *�!�" ��� #��" �� D�/
� �
�!�" 	� �e06�� U (��'�� G� 	- �
��� *�7' ��
B!7, 	� *�7' �� �! �"!"�" �
�%� (��'�� G� 	- �
�- �� 56" .�7� ��� 	� n��� L��� �5�� L� 	���)

;5$7
��)

U = ei θ
2 n̂·�σ ≡ cos

θ

2
I + i sin

θ

2
n̂ · �σ. >28?

�"�92�� ��� )� .�A �5�� ��$ �"�"!��6 θ !��-!" L�0� �2A�! L��� 1/2 I��� � 5�� 	%�!�"�� G� n̂ *+!" 	-
L��� 	- �
�- �� �"�92�� "�R'� ��� )� � 5$7
 P = �r · �σ B!7, 	� *�7' �� �! P �2
���(��'�� 	- �
�- ��

�b � �a !�"���"��

(�a · �σ)(�a · �σ) = (�a ·�b)I + i(�a×�b) · �σ. >29?

;5�� �1�7
)�� ���6��) �%$ 	� P ′ = UPU † (��'�� 	- ��" �� *�&
 	C��R� ��-

P ′ = �r′ · �σ, >30?

*+!" 	-

�r′ = cos θ �r + sin θ �r × n̂+ (1 − cos θ)(n̂ · �r) n̂. >31?

�r !�"�� 	- 5�� ��0� ��� 	� �eQ
6" B!�C� ��� ��� �"�" *�&
 D!�4� L�� L�� ����'!" 	- *��� �� �8�
	���) �)��
� 	� n̂ !7R� .7A �
�!�" U = ei θ

2 n̂·�σ (��'�� �������� �5�� ��
3�� θ 	���) �)��
� 	� n̂ !7R� .7A
���" �� D�/
� θ

o



SL(2, C)/Z2 � SO(1, 3) ��� ���� 
���
� �

	=Q
�� L�)� 	� ���- �� �[� L�0� JpY *��)�HF L�! 	- 5�� \2
!78 �q�� Bf��C' ���� SO(1, 3) ����
.7b *+ 	� 	- "7$ �� *�
� ��) B!7, 	� x !N�"�� r!�4� �)��
� L�0� !�4� *��)�HF!" x = (x0, x1, x2, x3)

;���7� �� \

 !�"��!�4� *+ �%��7%�
�

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = ημ,νx
μxν = xT ηx, >32?

*+!" 	-

η =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎠ , >33?

�� �! *+ *N �!�� L�� 	��!" � ημ,ν �� �! (��'�� ��� L�� 	��!" �"7$ �� ��
�73 �%�7%�
� G��2� �Af=,�
��0� #�
�" �� *�&
 ημ,ν

ημνην,α = δμ
α. >34?

��!�" A !N�"��!�4� �� L��� ��0� #"�� �
��� � s�� �! �� (��
� *�7' �� G��2� ��� ��

Aμ = ημ,νA
ν , Aμ = ημ,νAν . >35?

	- L� �=3 Bf��C' 	
`- � "7$ �� ��
�73 (1, 3) g7
 )� G��2� G� #G��2� ��� X�3 �%$ �
8��
���!" �Λ ∈ O(1, 3) 	- �
�- W�F ��
7$ �� ��
�73 O(1, 3) Bf��C' #���- @9A �! *��) �HF L��!�"�� �)��
�

;���
� �� � 
 !" �! ��) �=3 ���C' B!7,

x −→ x′ = Λx, >36?

��0� "7$ @9A �� x 	�� L��� x �%�7%�
� .7b 	- 5�� ��� �� L���Q'

x′T ηx′ = xT ηx, ∀ x. >37?

;��- Z�, ��) t�$ !" 51��� �� Λ 	- 5�� ��0� ��� 	� ��� ��� ���

u



ΛT ηΛ = η. >38?

G� �� ����� *+ L�� (��'�� *��
��'" 	- O(1, 3) )� �������) *+ �det(Λ) = ±1 	- ��" �� 	/
2
 	=��! ���
�"7$ �� ��
�73 SO(1, 3) 5��

�
��73 �^� �!�� ��� !" �
E9' 	� ����+ L�4�!" )� �%� !"? �5�� \2
!78 Bf��C' ���� *��� ���� ���
!" B��9' ��� )� f0F �8� 5�� Bf��C' ��� )� �,�3 	2�" \2
!78 ���� 	- 5F�� �
��73 "�� �� *+ !" � 59�

>���!O� ��

�A�� ���2�" !"? "7$ �� �"�" *�&
 ��) B!7, 	� x !7R� L�2��! !" v 5��� �� \2
!78 \N 
3 G� ����!�
;>c = 1 ���	2F�� J �� ����� �! !7
 5��� 	- ����

x′0 = γ(x0 − vx1),

x′1 = γ(x1 − vx0),

x′2 = x2,

x′3 = x3, >39?

�γ = 1√
1−v2 *+!" 	-

��� �%$ v = tanh θ �N 
v2� �

v' �� (j� �5�� SO(1, 3) 	� P`02� ���C' ��� (��'�� 	- �
�" *�&

L\2
!78 ���C' (��'�� �"!�" "7�� *�!�" � ���C' ��� �
� �4��&' 	� � B��9' 	� ��
�- �1�7
)�� �! Bf��C'
	- �
1�7�� �! L\2
!78 ���C' (��'�� ��3s�� � ���!�+ 5��� ��" �� *�&
 �! z �� y L�2��! !" �
3 G� 	- �!

��$�� n̂ = (cosφ, sinφ, 0) !7R� "��2�� !" vN5��� �� �
3 G� ����" *�&


��0� SL(2, C) ���� �� \

 ���� ��� 	- �
�" *�&
 �
��73 �� ���$ ��$+ SO(1, 3) ���� �� �-�
� 	- .�A
�8s�2�� 	� 	
C$ !�
1� �
�- �� �b 	- �8s�2�� �5�� *�1%� 1N*��
��'" �� k`2^� 2 × 2 L�� (��'�� ����

���"�� !�- 	� �`C6 ]^� !" 	- 5��

;�
�" �� �
%&'�! ��) �2
��� (��'�� # (x0, x1, x2, x3) !�"�� !�4� �� L�)� 	�

P = xμσμ ≡
(

x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
, >40?

w



�/���!" 	-

(σ0, σ1, σ2, σ3) = (I, σx, σy, σz). >41?

�! ��) ���C' S ∈ SL(2, C) �� L�)� 	� .�A # xμxμ �� 5������� *+ *��
��'" � # 5�� �2
��� P (��'��
�
�" �� D�/
�

P −→ P ′ := SPS†. >42?

*��
��'" ���) 5�� P *��
��'" �������\

 *+ *��
��'" � 5�� �2
���\

 P ′ (��'�� 	- �
�4F *�7' �� �2A���
.7b *��� 	- (x′0, x′1, x′2, x′3) ��� 	=Q
 G��� \

 �! P ′ (��'�� *�7' �� ������� � �5�� G� ������� S

��0� #"�-�:��2� "!�" �! �%�7%�
�

P ′ = x′μσμ =≡
(

x′0 + x′3 x′1 − ix′2

x′1 + ix′2 x′0 − x′3

)
, >43?

;��!�"� ��+ �� 5��� x )� Λ \2
!78 ���C' G��� x′ �������� �x′μx′μ = xμxμ *+!" 	-

x′μ = Λμ
νx

ν . >44?

�
$�� 	2$�" ��� �� �/���!" �
2$�" SU(2) ���� "!7�!" 	- 	U
+ 	� 	
C$

P ′ = SPS† −→ x′ = Λx,

, P” = S′P ′S′† −→ x′′ = Λ′x′ >45?

�/
+)��

P ′′ = (S′S)P (S′S)†, x′′ = (Λ′Λ)x. >46?

�
�1�� G� ��" �� 5C1
 Λ ∈ SO(1, 3) ���C' G� S ∈ SL(2, C) (��'���� 	� 	- �2$��
 ��������
�
�1%� 	- ���
� �� 	/
2
 ���- ��"�/�� �! \2
!78 ���C' G� �"�� −S � S L�� ���C' 	- �/
+)� �5��

;5��!��6����)

SO(1, 3) ≡ SL(2, C)/Z2. >47?

;�
1�7
 �� ��!�+ 5��� �! S,Λ S��, 	=��! 	%��� L���

S(xμσμ)S† = x′μσμ ≡ Λμ
νx

νσμ. >48?
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;�
�- �� M��0'��) I
'�' 	� �! σμ L�� (��'�� .�A

(σ0, σ1, σ2, σ3) = (I,−σx,−σy,−σz). >49?

;"�- P
QR' *�7' �� 	C��R� ��- �� �! ��) 	=��! 5R,

tr(σμσν) = 2ημ,ν . >50?

;��!�+ �� 5��� (48? 	=��! )�

SσνS
† = Λμ

νσμ, >51?

;5$�" �
��73 �
F�b "y! 	C��R� � σα !" *"�- ��� )� (��

tr(σαSσνS
†) = Λμ

ν tr(σασμ), >52?

���

tr(σαSσνS
†) = Λμ

ν2ηαμ = 2Λαν . >53?

;�
�-��
� �2%� !7b 	� �! Λ �

�7' �� S (��'�� �2$�" 5�"!"�� ��������

Λα
|m =

1
2
tr(σαSσνS

†). >54?

;5$7
��) B!7, 	� *�7' �� �! S ∈ SL(2, C) �`- (��'���� 	- �
�- �� 	�7' .�A

S = e(�a+i�b)·�σ. >55?

b̂ 	%� !N�"�� *+!7R� 	- 5�� *�!�" G� ����" *�&
 ����" �`C6 ]^�!" 	%
���� �"7� �
�%� S #�a = 0 �����
\
3�2��!�� �� â L�2��! !" L\2
!78 \
3 G� ����" *�&
 S #�b = 0 ����� �5�� θ := |�b| ������� *+ *�!�" �)��
��
�� � *�!�" ���$ �� 	- �! L\2
!78 ���- ���C' G��[� �`- 58�A!" �5�� v := tanhφ 5��� �� � φ := |�a|

JJ



	� *�7' �� �! S 	- �
�- 	�7' 	- 5�� ��� *+ ��! �"!�+ 5��� SL(2, C) Bf��C' )� �"�92���� 5�� \
3 ���$
;5$7
��) �%$

S = e�n·�σ = eφn̂·�σ >56?

�!�7�� �! �1��'�� �
�� �

�" �� .�A �n̂ = �n
φ � φ :=

√
�n · �n∗ =

√
|�a|2 + |�b|2 � φ = � �n = �a+ i�b *+!" 	-

;5$7
��) �%$ 	� *�7' ��

S = eφn̂·�σ = coshφ I + sinhφ n̂ · σ. >57?

�"�- ���73 �

0' �! \2
!78 ���C' G� S��, �%$ 	=��! ���

g7
 	� ���C' ��� 	- �
�7�� � �
�- .���� P (��'�� L�! �! U =
(
eθ/2 0
0 e−θ/2

)
���C' ����!�

i��" �� D�/
� L\
3

�! !�- �
�� ���" D�/
� v 5��� �)��
� 	� x "N ��2�� !" \
3 G� 	- �
�- ��
� *��� �! U (��'�� ����!�
�! �1��'�� �%$ ��� �"!�+ 5��� 	- �/��2
 )� �"�92�� �� ��
�- !��%' \

 y !7R� "��2�� !" \
3 G� L���
V�A �

�7' �� 	- �Q��b �� 	� (j� ���" D�/
� v 5��� L�)��
� 	� n !N7R� .7A L\
3 	- �

\� V�A

��
�- *�R2�� �! "73

�� 
����� ������ 
���� �� ! �"# �

G� Im(φ) � 5�� G !�/�4� ���� ��) G� Ker(φ) ���
+ �$�� �
�1�� G� φ : G −→ G′ ��� � �
 ����
� 5�� G′ ������)

;���) 5�� ������) G� Ker(φ) ����� 

a, b ∈ Ker(φ) −→ φ(a) = e′, φ(b) = e′ −→ φ(ab) = φ(a)φ(b) = e′e′ = e′ −→ ab ∈ Ker(φ), >58?

a ∈ Ker(φ) −→ φ(a) = e′, (φ(a))−1 = e′ −→ φ(a−1) = e′ −→ a−1 ∈ Ker(φ). >59?

JT



;���) 5��!�/�4� ������) G� Ker(φ)

n ∈ Ker(φ) −→ φ(n) = e′ −→ φ(gng−1) = φ(g)φ(n)φ(g)−1 = φ(g)e′φ(g)−1 = e′

−→ gng−1 ∈ Ker(φ). >60?

;���) 5�� G′ ������) G� Im(φ)

x, y ∈ Im(φ) −→ x = φ(a), y = φ(b) −→ xy = φ(a)φ(b) = φ(ab) −→ xy ∈ Im(φ), >61?

�

a ∈ Im(φ) −→ x = φ(a), x−1 = (φ(a))−1 −→ x−1 = φ(a−1) −→ x ∈ Im(φ). >62?

�"7$ �� ���- 	
H6 B�C[� I
'�' ��� 	�

�ker(φ) = {e} ���!" � �"7� �&$7� φ ��� kQF � ��� 5�� �
�1%� φ : G −→ G′ �
�1�� �"
# ����

; 5�� G� 	� G� 5$��
 ��� 	- �
�- 5��[ ���� ����� 

φ(a) = φ(b) −→ φ(a)φ(b)−1 = e′ −→ φ(ab−1) = e′ −→ ab−1 = e −→ a = b. >63?

�G/ker(φ) ∼ Im(φ) ���
+ �$�� �
�1�� G� φ : G −→ G′ ��� �"�$ ����

�
�1�� �"!�" ��0� G/Ker(φ) 5�16 d!�3 ���� #5�� G !�/�4� ������) G� Ker(φ) *7� s�� ����� 
5$��
 ��� ;�
�- M��0' Im(φ) � G/ker(φ) �
� �
�1%� G� ���� .�A ��
�" �� *�&
 φ �� �! G −→ G′ )�

;�
�- �� M��0' �! *+ ��) B!7, 	� � �
�" �� *�&
 ψ �� �!

∀ [a] ∈ G/Ker(φ) −→ ψ([a]) := φ(a). >64?

	- ���
� �� 	/
2
 a ≡ b ������) #"!��
 Vf- ������
 ��^2
� 	� ��21� � 5�� M��0' K73 5$��
 ���
�������� � h ∈ Ker(φ) *+!" 	- a = bh

φ(b) = φ(ah) = φ(a)φ(h) = φ(a)e′ = φ(a). >65?

JY



;���) 5�� �
�1�� G� 5$��
 ���

ψ([a][b]) = ψ([ab]) = φ(ab) = φ(a)φ(b) = ψ[a]ψ[b]. >66?

;���) 5�� G� 	� G� 5$��
 ���

ψ([a]) = ψ([b]) −→ φ(a) = φ(b) −→ φ(a)φ(b)−1 = e′ −→ φ(a)φ(b−1) = e′

φ(ab−1) = e′ −→ ab−1 ∈ Ker(φ) −→ a ≡ b −→ [a] = [b]. >67?

�5�� ��$ M��0' Im(φ) L�! 	� ���) #5�� �&$7� �4���!7b 	� 5$��
 ���

������ ����	
� �
���� �� �������� ���

�
�1�� G� 5$��
 ��� ����
� �� � 
!" φ(g) := det(g) M��0'�� �! φ : U(n) −→ U(1) 5$��
 ���	

; 5$�" �
��73 Z7F 	
H6����� �SU(n) �� 5������� 5$��
 ��� 	21� �5��

U(n)/SU(n) ∼ U(1)

�

G� 5$��
 ��� ����
� �� � 
!" φ(g) := g

(det(g))
1
n
M��0'�� �! φ : U(n) −→ SU(n) 5$��
 ���	


�eiθdiagonal(1, 1, · · ·1) D�F 	� L�� (��'�� �� 5�� ����� *+ 	21� �5�� �
�1��

5$�" �
��73 	/
2
!" �U(1) ���� �� 5������� 5$��
 ��� 	21� ��������

U(n)/U(1) ≡ SU(n)

�

��� �"7�
� ���� 	�� 
 V!"!" L��&
� L��� 	- L� �"��!" ��- V!" ���!" ��$ 	- �� 5A��2�� *�7�� 	�
�4� 	
7�
�" 	� �
��73 �� �"!�" *����F L��"��!�- G�\
F!" 	- ��)�"�� �� ��7�7� 	� � �
�- �� M67'

��
!�" 5
��� �%�\
F� 
)� 	- ��)�"�j� �� ���� �
� �
�1%�)�
���� � SO(1, 3) \2 
!7 8 ���� �
� � a�b G�)� SU(2)/Z2 ���� � SO(3) *�!�" ���� �
� �
�1%��" ���

�5�����" a�b)� SL(2, C)
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